Teorema de Poincaré-Bendixson para Ecuaciones
Diferenciales con retardo

Introducciéon

La idea de este apunte es poder entender con cierto detalle la generalizacién del
teorema de Poincaré-Bendixson. Estudiamos el resultado para ecuaciones diferenciales
con retardo para el caso de sistemas con feedback, mondtonos y ciclicos. Las referencias
a este apunte son [1], [2] ¥ [3].

Comencemos con una serie de definiciones y resultados conocidos para entrar en
tema:

Definicién 0.1. Un sistema dindmico continuo estd dado por una funcion continua
®:R x F — E que verifica dos condiciones:

» &(0,2) =z para todo x € E;

n O(s,D(t,2)) = P(s+t,x) = D(t + s,2) = ®(t, P(s,2)) para todo s,t € R y
para todo v € E.

Definicién 0.2. » Un punto periodico de ® de periodo ty (to > 0) es un punto
x € E tal que ®(ty,x) =z y O(t,x) # x para todo 0 < t < ty.

» Escribimos Orb(z) = {®(t,z) : t € R} para llamar a la drbita de un punto
x € E y andlogamente, Orb, (z) = {®(t,x) : t > 0} para llamar a la orbita
positiva.

Definicién 0.3. » El w-limite de un punto x € E es el conjunto w(zx) = {y €
E : existe t,, — —oo tal que ®(t,,x) — y}. De manera similar, el a-limite es
a(x) ={y € E : existe t,, - —oo tal que ®(t,,x) — y}.

Definicién 0.4. Dado C' C E, decimos que:
» C es positivamente invariante si Orb,(z) C C para todo x € C.

» C es invariante si ®(t,C') = C para todo t € R.



Observaciéon 0.5. Supongamos que E es un espacio de dimension finita y sea x € E
un punto cualquiera cuya orbita es acotada. Es decir, Orb(x) es un conjunto compacto
y por consiguiente, w(x) es un conjunto no vacio compacto, conexo e invariante.
Para el caso infinito, naturalmente no se tiene el resultado tan inmediato y nos
limitaremos a trabajar sobre puntos, en nuestro caso funciones, cuya orbita positiva
sea relativamente compacta.

Ahora si estamos en condiciones de estudiar el resultado. Para empezar, recordemos

que la version clasica describe la dinamica de cualquier sistema planar. Mas aun,
una consecuencia inmediata de este teorema es que cada subconjunto positivamente
invariante compacto de R? que no contiene puntos fijos debe incluir una 6rbita
periddica. Concretamente, el teorema establece lo siguiente:

Teorema 0.6 (Poincaré-Bendixson). Dado @ : R x R? — R? un sistema dindmico
continuo y dado x € R? un punto con érbita relativamente compacta, entonces sucede
alguna de estas opciones:

= 1 es un punto periddico; o bien

» existe un punto periédico xg tal que ®(t,x) ~» Orb(xy) cuando t ~ 0o, donde
Orb(xg) es topoldgicamente equivalente a S* ; o bien

» eziste un punto fijo x1 tal que ®(t,,x) ~ x1 para alguna sucesion t, ~ oo.

Es claro que no se puede esperar que se extienda este resultado a cualquier tipo
de ecuaciones diferenciales (con retardo). Pero se puede aplicar el teorema si nos
restringimos al caso de sistemas mondétonos, teniendo en cuenta las modificaciones
necesarias. Para ello, tomamos el conjunto K = [—-1,0]U{1,2,3,--- , N} y llamamos
C' al espacio (de Banach) de funciones continuas en K.

Dada X € C(R), definimos X; € C' como

X(t+6), sife[-1,0];

Xi(0) = {Xe(t) si 0 €{1,2,3,...,N}.

Asi si consideramos la ecuacién X' (t) = F(X,), el flujo asociado a la ecuacion es
¢ : R x C' — C dado por ®(t,¢) = Xi(¢).

Sistemas monétonos con feedback
En esta seccion analizamos en qué tipo de sistemas vamos a poder aplicar el teorema
y enunciamos qué tipo funciones son solucion de estos sistemas.

Sean f; funciones C'(R?) para todo i = 0,..., N y tales que %J;i (€,€) # 0 para todo
(¢, &) € R?. Escribimos:

{:L‘;(t) = [filzi(t), xita(t — 7))

parat=0,...,N —1;

th(t) = fulen (), 2olt — 7))



con1; >0y xyi1 = Xp.

Notemos que el feedback del retardo de z;,1 en x; estd determinado por

_ : Ofi
1, si BE < 0.

: Ofi .
5 = {—H, si Be > 0;

De esta manera, si 0* = [[;0; = 1 decimos que el feedback es positivo y en caso

contrario, el feedback es negativo. En el caso que 6* = 1, el sistema genera un

semiflujo monétono (y acotado). Como la funcién t — ®, es monétona, las érbitas
genéricas convergen al equilibrio y no existen puntos periddicos.

El sistema anterior se puede normalizar escribiendo:
Yo = wo(l);
yi = x(t— ;;%]Tj), parai=1,...,N.

Es decir, si ponemos
N
T = Z Tj
j=0
obtenemos un sistema con un tnico delay:
{ y;(t) = [iwi(1),yi1(t)), parai=0,...,N —1;

yn(t) = fnlyn(t),yo(t — 7).
Maés en general, el teorema se puede aplicar para los sistemas del tipo:
13;)@) = fo(zo(t), z1(1));

fiwioy, zi(t), 211 (t)), parai=0,...,N —1;
) = fa(en-a(t), zn(t), zo(t — 1))

o~ —
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donde las funciones f; son C*(R?) (y fo una funcién C'*(R?)) con %’2 (¢,&,n) >0y
51%13@,5,77) > ( para todoi=0,...,N.

Por 1ltimo, decimos que z es solucion en un cierto intervalo I si:

» x es una funcién C*(I).

= 20 es continuaen I ={t+6:tel 0e[-1,0]}

» 7 satisface las ecuaciones.

Por lo mencionado anteriormente, sabemos que si Orb, (¢) es un conjunto compacto,
el w-limite

w(@) ={Y € C:[[Xy,(¢) =¢|[ = 0 sit, — oo}



es un conjunto no vacio, compacto, conexo e invariante. Luego, aplicando el método
de pasos, se tiene que para cada 1 € w(¢) existe una solucién u(-) € w(¢) que
satisface

Uy = wu
u € w(¢) para todo t.

Teorema de Poincaré-Bendixson para ecuaciones
con retardo

Antes de enunciar el teorema, cabe mencionar que una solucién puede extenderse a
toda la recta. En ese caso, el a-limite esta bien definido y se puede aplicar el teorema.
Llamamos E al conjunto de puntos de equilibrios con la identificacién de siempre en
el espacio de funciones continuas.

Teorema 0.7 (Teorema de Poincaré-Bendixson para ecuaciones con retardo). Dado
el sistema anterior, con f; € CY(R3) 6 CY(R?) y dada z(t) una solucién acotada del
sistema en [tg, +00), sucede alguna de estas opciones:

(a) Elw-limite consiste de una unica orbita periddica no constante.

(b) para cada solucion u(-) del sistema en w(x), i.e. para soluciones con u; € w(x)
para todo t € R, a(u) Uw(u) C E.

Ademds, existe una proyeccion planar m; : w(x) — m(w(x)) C R? que es biyectiva y
embebe w(x) homeomdrficamente en el plano.

Observacién 0.8. » El teorema contempla el caso w(x) = {e}, esto es z(t) — e
cuando t — 00.

» Si E es un conjunto de puntos aislados y sucede (b), se verifica que u(t) — e
cuando t — +o00. O sea, los conjuntos a(u) y w(u) son conexos y por lo tanto
existe un unico equilibrio.

s Si E consiste de puntos no necesariamente aislados, no se puede asequrar que
u(t) — e cuando t — +o00. Es decir, los conjuntos a(u) y w(u) son un continuo
de puntos de equilibrio.

= 57 existe solucion con t — —oo, esta solucion es unica.

Esencialmente, lo que se demuestra es que ciertos subconjuntos de w(xg) (o bien de
Orb, (7)) se pueden mapear homeomérficamente al plano via proyectores y aplicar
argumentos similares a los utilizados en la demostracién de la version clasica. A
partir de alli, es ficil concluir que w(zg) se puede mapear homeomérficamente al
plano.



Ejemplos

En esta seccion veamos algunos ejemplos donde se puede aplicar el teorema:

(1)

Control de transcripcion de genes.
Tomamos el siguiente sistema:

{ :pjl(t) = gzt — 1)) — 1z (t);

J(t) = .%j,l(t—Tj,l))—Oéjl’j(t), sij:2,...,n

La idea de este modelo es que se puede transcribir la informacién (enzimética)
a partir de x; a x;;, hasta llegar a z,. Luego, z, actia para cancelar la
transcripcién. Para ello pedimos al mismo tiempo que g (x) < 0. Los delays 7;
cuentan el tiempo de trascripcion, traslacion y transporte de informacion. Los
coeficientes «; > 0 respresentan el decrecimiento de la tasa de especies.

Control de niveles de testosterona en sangre.
Este sistema es muy similar al ejemplo (1):

R(t) = f(T(1) - bR(t);

W) = wRE) - bLO):
T(t) = gL(t—71))—bT(2).
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En este ciclo, la funcién R representa la hormona LHRH que controla la salida
de LH que esté respresentada por la funciéon L. A su vez, L controla la salida
de testosterona, la que estd representada por la funcién T'. La funcién f(7T)
modela el feedback de la produccion de LHRH por la testosterona. Claramente,
se pide f(0) > 0y f < 0. El delay 7 contempla el tiempo de circulaciéon de
sangre en el cuerpo.

Ecuacion de Wright.
Counsideramos la ecuacién

’

y (t) = —ay(t —1)(1 + y(t)),con a > 0.

Si y(t) > —1, la ecuacién transforma en z'(t) = f(z(t — 1)) donde f(z) =
—afe” —1).

Aplicando el teorema y teoria de Morse, se puede dar una clasificacién de las
ecuaciones de la clase z'(t) = f(z(t — 1)):

(i) Si el origen es un equilibrio hiperbélico!, toda solucién satisface alguna
de las siguientes:

o z(t) — 0 cuando t — 0.
o w(z(+)) ={p(-)}, donde p(-) es una solucién peridédica no constante.

1Es decir, los ceros de la ecuacién caracteristica tienen parte real no nula.



(ii) Si el origen es un equilibrio inestable, se tiene la parte (b) del teorema,
i.e. para cada solucién u(-) del sistema en w(z), a(u) Uw(u) C E, para
un conjunto abierto y denso de condiciones iniciales y p(+) es lentamente
oscilatoria.
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